INTEGRALI ZADACI (VIII DEO)

REKURENTNE FORMULE

2

Rekurentne ( rekurzivne ) formule su formule koje zavise od prirodnih brojeva. One se koriste za snizavanje “reda
nekog integrala. Mi nadjemo kako se izracunava integral ¢ija je podintegralna funkcija reda n preko integrala ¢ija je
podintegralna funkcija reda n-/ ( ili n-2, n-3,...). Na taj na¢in dodjemo do podintegralne funkcije za koju integral

mozemo direktno da reSimo. Nije pravilo, al se veéina ovih integrala radi preko parcijalne integracije.

primer 1.
Odrediti rekurzivnu formulu za I x"e"dx akoje a#0 1 neN

ReSenje:

J-x”e‘”dx =9?

Ovaj integral ¢emo resiti parcijalnom integracijom ( ako se secate, ovo je integral iz prve nase grupe).

x"=u e“dx =dv
I = Ix"e‘”dx =l 1, =
nx""dx=du —e™ =v
a
1 1 _ e”-x" n -
=x" —e” —I —e“nx"'dx = - J. e™x"'dx
a a a a
e”-x" n
- __.]n—l
a a
Dakle
[ e”-x" n I
n - n—1
a a

Kako sad upotrebiti ovu formulu?

Dobijemo zadatak da reSimo I xte*dx =7

U naSoj formulijedakle n=4 1 a=1



sad radimo za n=3,n=2,n=1

I,=e"-x"—4I,
I,=¢"-x’ =3I,
I,=e" x> =21
I, =Ie"-xdx

Ovaj integral znamo da reSimo:

X=u e'dx =dv
J-xe"dxz dx =du Ie"dx:v :x-e"—.[e"dx:xe"—e"+C= e(x-H+C
eX:V J.v-du

Vratimo reSenja unazad...

I,=¢"-x*-41,
I,=¢"-x’ =3I,
I=e"-x" =21,

I, :.[e" ‘xdx=e" (x—1)

vratimo se u /,
I,=e"-x"=2[e"(x-1)]

vratimo se u /,

I,=¢"-x’ =3{e" x> = 2[e"(x-1)]}
vratimo se u /,

I,=e¢"-x'—4{e"-x’ -3{e" - x* -2’ (x-D]}} +C

Ovo sad malo prisredite ako vas profesor zahteva.



Odrediti rekurzivnu formulu za .[ sin"xdx akoje n>2
Resenje:

I ovde radimo parcijalnu integraciju:

sin"' x =u sin xdx = dv
I = j sin"xdx =|(n—1)sin""" x(sin x)'dx = du —cosx=v |=
(n—1)sin""* x-cos xdx = du
=sin"" x-(—cosx) —j (—cosx)(n—1)sin"" x - cos xdx
=—sin"" x-cosx+(n— l)j sin" ™ x-cos” xdx
Iz sin®x+cos’x=1—cos’ x=1—-sin’ x, patozamenimo umesto cos’ x
=—sin"" x-cosx+(n— l)j sin"~ x-(1—sin® x)dx

=—sin"" x-cosx+(n— l)j (sin”* x —sin” x)dx

=—sin"" x-cosx+(n—1) J-sin”_2 xdx|—(n—1) J-sin” xdx

=—sin"" x-cosx+(n—-1)-1,_,—(n—-1)-1I,
Da spakujemo:

I =-sin"" x-cosx+(n—-1)-1 _,—(n—-1)-1,

n

I, +(n-1)-1 =-sin"" x-cosx+(n—-1)-1,,
/]{+n-ln71n/:—sin’“x-cosx+(n—1)-IH
n-I =—sin"" x-cosx+(n—1)-1 _,

I —sin"" x-cosx+(n-1)-1 _,

n

n

s n—1
—sin"" x-cosx n-—1
I = + -,

n n

Ovo je trazena rekurentna formula.

Uocimo da ako je n paran broj , tada postupnom primenom dobijene formule na kraju dolazimo do .[ dx

a ako je n neparan broj dobijamo .[ sin xdx



Odrediti rekurzivnu formulu za I akoje n>2

sin” x

ReSenje:

, ) .. .. sinx ., , .
Ovde ¢emo najpre upotrebiti malo trikée: dodamo ——, vide¢emo zasto...
sin x

I _.[ dx _Isinx dx _J-sinxdx
" Jsin"x Jsinx sin”"x  Ysin"'x

Sad radimo parcijalnu integraciju:

. 1 )
sinxdx |u=——7— sin xdx = dv
J-T = Sin X
sin
? —CcOoSX =V

Izvu¢i ¢emo ovaj izvod na stranu jer je izvod slozene funkcije...

1 o . D) L . cosXx
(————)'=(sin D xy=—(n+1)sin"""" x-(sinx)’= —(n +1)sin""*?-cosx = —(n+1) =
sin”" x sin”

vratimo se na zadatak:

) %:u sin xdx = dv
J-Sln xdx |sin"™' x _
s n+l - -
st —(n+ 1) COSY v =dv —CcosxX =V
> x

( cos x)— .[( cos x)[— (n+1) cosx dx]=
sin"" *x
—COSX ———— l)j COS al

sin sin"”
—cosx-——(n l)J‘1 sin” Y =

sin” sin"”
—cosx-;—(nJrl)[.[ nlﬂ dx jmd]—

sin
—cosx-%—(n+l)[j - ’11+2 dx—j .ln dx]=

sin sin""" x sin” x
—cosx-;—(nJrl)[.[ 1+2 dx—j .1’1 dx]=

sin sin"™ x sin” x

1 1 1

—cosx-T—(n+l)J‘ — dx—j —dx]=

sin"" x sin""" x sin” x
— oSt ——— (4 D)1, , 1]

sin"" x




vratimo se od pocetka:

I =—cosx-

n .

sin"*!' x

I =—cosx-

n .

——(n+1)/
sin"" x

(n+1)I,,=—cosx-

sin"™ x

(n+1)1

iy = —COSX-—

n+2

- 3 +”1nj‘/1n/71n/

—(n+Dl,.,—1,]

—COS X n
= s n+l + )
(n+1)-sin"" x n+l

n+2 n

Dobili smo trazenu rekurentnu formulu al po n+2, da bi dobili formulu po n, kako nam traze , jednostavno ¢emo

umesto # staviti n-2.

+(n+11,

—COSX

n

n+2

n

I »>—|I

T4l sin™x n4l

n

—COSX

n-—2

- (n—1)-sin"'x n-1

.In—2

Odrediti rekurentnu formulu za 7, = jx” -In" xdx ako je n,me N

In" x=u x"dx=dv
I =|x"-In" xdx= ntl =
’ '[ m-ln’"’lx-ldXZdu X =y
X n+l1
n+l n+l

:ln’"x-x——.[x—-m-ln’"_lx-ldx

n+l n+1 X

n+l n
—ln’")c-x——jﬂm-lnm_l ! dx

n+l n+l

Dakle




